UNIVERSIDAD AUTONOMA DE AGUASCALIENTES UNIDAD V I CENTRO DE BACHILLERATO

UNIDAD VI
OBJETIVO PARTICULAR

utilizando las formulas fundamentales, de la suma de dos angulos y del angulo

AI término de esta unidad, el alumno comprobara identidades trigonométricas,
doble.

1. Definicion

Una definicion de identidad de acuerdo al diccionario de la Real Academia es: una
relacion entre dos o mas objetos y/o elementos que son idénticos.

En matematicas se tienen identidades aritméticas, algebraicas y trigonométricas. Para
los tres casos se debe tener un conocimiento basico de cada area de la matematica
para comprender la identidad, pero siempre es un caso particular de una igualdad a la
que se da el nombre de absoluta.

Una expresion aritmética es:

Ejemplo 6.1

—
NG N
—

2
2 4 4

Donde si se ejecuta la operacion indicada en ambos miembros de la igualdad vy
aplicando las propiedades aritméticas se tiene:

N
+
N

Mlw -b‘
Nl Bw

Si la expresién anterior se escribe con palabras se tiene:
Ejemplo 6.2

uno+ uno _ dos N uno

dos cuatro cuatro cuatro
dos +uno tres
cuatro cuatro
tres tres

cuatro cuatro
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NOTA:

Para recordar el tema de fracciones puedes consultar los apuntes del curso
propedéutico.

De igual forma se tiene en algebra, identidades en las que se hace necesario el
conocimiento basico de factorizacién y/o productos notables, como se puede observar
en la siguiente expresion:

Ejemplo 6.3
2
a“ -1 a1
a+1
(@+N@-1)_,
a+1
a-1 =a-1
Fue necesario recordar la factorizacion de a® -1 = (a-1) (a+1), con esto se

reemplaza y se simplifica la fraccion del lado izquierdo de la expresion y asi se verifica
gque ambos miembros son idénticos.

NOTA:

Para recordar factorizacién consulta tus notas de algebra de primer semestre.

2. Identidades fundamentales

Para la trigonometria es necesario tener en cuenta los valores y conocimientos de las
funciones basicas como lo son la funcién seno, coseno, tangente, y sus inversas:

2.1 Reciprocas

Sen=——
Csc
Cos = L
Sec
Tan = Sen
Cos
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2.2 Pitagoricas.
1. sen’ A+ cos® A =1

2. tan’ A+ 1=sec’A
3. 1+cot? A=csc’A

Estos resultados se pueden obtener a partir del analisis de un triangulo rectangulo y las
definiciones de cada una de las funciones trigopnométricas involucradas:

a C
senA=—-, cosA=-=
b b
2 C2
sen? A =, Cos?A =
b2
2 2 2 2
a C a +cC
a b s.en2A+coszA=—2+—2=—2
b b b
A Por Pitagoras: a% + ¢ = b?, por lo que:
b2
o} sen* A+ cos?A=—

b2

sen* A+ cos?A=1.(1)
Se deja al estudiante la obtencion de las formulas (2) y (3).

2.3 Forma de cociente:

Por definicion de las funciones trigonométricas Tan y Cot, y con el auxilio del
circulo trigonométrico se tiene:

4. tan A = sen A
cos A
5. cot A = cos A
sen A

2.4 Ejercicios de comprobacion
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Teniendo las identidades anteriores y el concepto de las funciones basicas e inversas
de la trigonometria se puede trabajar con ellas en las igualdades, determinando si son
identidades o no.

No existe un procedimiento basico en el cual la trigonometria resuelva o explique cual
es el método para resolver una identidad trigonométrica. Ya que esto depende del
conocimiento y destreza de cada persona para resolver cualquier problema.

Sin embargo la comprobacion de identidades contribuye a que el alumno tenga dominio
sobre las relaciones fundamentales y al mismo tiempo recuerde las operaciones
aritméticas y algebraicas; las diversas técnicas de comprobacion seran de utilidad en
cursos posteriores. Una recomendacion es trabajar con el miembro que a simple vista
nos parezca mas complicado y realizar los reemplazos necesarios de las funciones
tangente, cotangente, secante y cosecante en funcion del seno y coseno, y después
continuar con las operaciones indicadas.

Ejemplo 6.4

Comprobar que la siguiente expresion es una identidad veridica:

sen A+cosA_1
csc A sec A

Es recomendable ubicar el signo de igualdad en medio de la linea principal de la
fraccion.

Reemplazando a Csc A y Sec A de las funciones reciprocas se tiene:
sen A N cos A

1 1
sen A cos A

=1

En el primer miembro hay una divisiéon de fracciones, el numerador que es entero se
representa como una fraccién de denominador uno:

sen A cos A
1 1
=1
R

sen A cos A

Se realiza la division y se obtiene:
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(Sen A) (Sen A) N (Cos A) (Cos A)
1 1
Sen? A + Cos? A =

|
—_

Reemplazando de la identidad pitagdrica (1) se tiene que:
11
Por lo tanto es una identidad.
Ejemplo 6.5
Comprobar que la siguiente expresion es una identidad::
tan A+cotA = (secA)(cscA)

Inicialmente se reemplaza, el primer miembro de la igualdad con las identidades de
forma de cociente (4) y (5).

sen A +cos A

= (sec A) ( csc A)
cos A senA

Se realiza la operacion buscando el m.c.m. de los denominadores que es:
(Sen A) (Cos A), se obtiene:

sen?A +cos? A
(sen A) (cos A)

=(sec A) (csc A)

Algunos autores eliminan los paréntesis que nos indican multiplicacion y reemplaza la
identidad Pitagorica (1) del numerador, se tiene:

1

——=sec Acsc A
sen A cos A

Se separa el denominador en forma de multiplicacion y se aplican las funciones
inversas para obtener:

( L j{ ! jzsecA csc A
sen A )\ cos A

csc A sec A = sec Acsc A

Asi queda demostrado que la igualdad anterior es una identidad.

ELABORO: BEBEWWMRIRG CORNEJO 71



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE AGUASCALIENTES UNIDAD V I CENTRO DE BACHILLERATO

Otra alternativa a partir del paso donde se aplican las funciones inversas se trabaja con
el segundo miembro realizando los reemplazos necesarios, como a continuaciéon se
hace:

Csc A + Cot A

CtgACscA =
Sen A + Tan A
( 1 ]( 1 jzsecA csc A
sen A )\ cos A
o )or) = (mle )
senA \cos A) (senA \cos A
EJERCICIO 6.1.

Verificar si las expresiones siguientes son identidades o no:

74. Sen? B( 1+ Cot? B) = 1.
2 Cosa (1- Cos? a)

75. = Sena
2 Sena Cosa
76, CSCA T COLA oo A)(Cot A)
Sen A + Tan A
77 1 4+ 1 _ Sen A + Cos A
Tan A Sen A
78. 1 = Cos? M(1 + Tan®? M)
79. Sen E = Cos E
Cot E
80. Ctg A Csc = Csc A + Cot A
Sen A + Tan A
81. Sec B - TanB = _CosB
1 + Sen B
8. Sen X N Cos X _
Csc X Sec X
83. Tan F = Sec F
Sen F
84. Sen Q - Sec Q

Tan Q + Cot Q
85. Cos? P = Sen? P(1- Csc? P)
_cos W + 2sen W
- cos W

86. 2 tan W + 1

1

87. 5
tan® V
88. cot? R (1 + tan? R) = c¢sc? R

- cos? V =cos? V * cot?V
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3. Formulas de la suma de dos angulos:

3.1 Deduccién de formulas.

Las funciones trigopnométricas de la suma y de la diferencia de dos angulos se deducen
con el auxilio de la siguiente figura, donde por construccidbn se encuentran tres
triangulos rectangulos que son: OBC, CDP y OCP, y los angulos “@” y “b” son
adyacentes asimismo hay cuatro rectas perpendiculares entre si PA 1L OB, PC L OC,
DC-LPA, CB-LOB, y finalmente el dangulo ”a” esigual a angulo DPC, por tener

sus lados respectivamente perpendiculares.

b
FI
N
a
O C
/
b
-
a
j A
o A B
De acuerdo a la definicién de Seno se tiene que:
Sen (a+b) = Sen AOP = AP (1
OP
Cos (a+b) = Cos AOP = OA (2)
OoP
En la figura se observa que los segmentos:
AP=AD + DP = BC + DP
Se sustituye en la (1) lo anterior y se tiene:
Sen (a+b) = AF _ BC +DP 4

OoP OoP

Y de las definiciones de las funciones al despejar se tiene:
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BC = 0OC Sen a (p)
DP = PC Cos a (q)
OC =OP Cos b (r)
PC =OP Sen b (s)

Entonces se reemplaza “OC” y “PC” por“r” y “s”, en “p” y “q", y setiene:

OP Sena Cosb (4)
OP Senb Cosa (5)

BC
DP

Al reemplazar las anteriores (4) y (5) en la expresion (3) se tiene:

OP Sena Cosb + OP Senb Cosa
OoP

Sen (a+b) =

Al separar el numerador y simplificar la fraccion la expresion:

OP Sena Cosb OP Senb Cosa
Sen (a+b) = oP + oP

Se obtiene:

Sen(a+b)=Sena Cosb + Senb Cos a

Tomando en cuenta las mismas consideraciones para el Coseno de la suma de “@” y
“b“:
Cos(a+b) = OA
OP
_ OB-AB
OP
OB-DC
=—— (6)
OoP

De la figura y por definicion se obtiene:

OB = OC Cosa

OC = OP Cosb
DC = PC Sena
PC = OP Senb

Al reemplazar en (6) y realizar la factorizacion y simplificacion correspondiente se tiene:
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Cos(a+b) = Cosa Cosb — Sen a Senb

De las identidades de forma de cociente se sabe que:

Sen

Tan = —
Cos

Por lo tanto:
Sena Cosb + Senb Cos a

Tan (a + b
( ) Cosa Cosb + Sena Senb

Otra forma de presentar la expresion anterior es dividir al numerador y denominador por
la misma cantidad para que no se altere en su segundo miembro y al realizar las
simplificaciones correspondientes:

Tana + Tanb

Tan (a+b) =
( ) 1- Tana Tanb

El angulo (a - b ) se consideracomo a + (-b)ycomo -b esun angulo de 4°
cuadrante.

Cos (-b) = Cosb y
Sen (-b )= -Senb

Al reemplazar en las formulas antes vistas queda:

Sen (a - b) Sen a Cosb — Cosa Sen b
Cos (a—-b) = Cos a Cosb + Sena Sen b
Tana - Tanb
1+ Tana Tanb

Tan (a - b) =

3.2 Ejercicios de comprobacion:
EJEMPLO 6.2

Expresar y calcular las funciones de los siguientes angulos en términos de los angulos
de 30°, 45° o0 60°, con el auxilio de la calculadora realizar las operaciones indicadas y
comparar los resultados directos de la funcion:

a) Sen75° =Sen (45° +30°)

b) Cos 75° = Cos (45° + 30°)
c) Tan 75° =Tan (45° + 30°)
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Al recordar las funciones de los angulos particulares vistos en la unidad Ill

30

Soluciones:

Sen (45°+30°) = Sen45° Cos30° + Cos45° Sen 30°

O T I
A 2 2 2
a) _ B L,
22 242
_\/§+1
2.2

Cos (45°+30°) = Cos 45° Cos30° - Sen 45° Sen30°

O T I

2 2 V2 2
b) _ B o

22 2.2

V3 -1

22
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Tan 45° + Tan 30°

Tan (45° +30°) =
1 — Tan 45° Tan 30°

c) J3 -1
3.3 Ejercicios de aplicacion:

EJERCICIO 6.2

CENTRO DE BACHILLERATO

89. Con el auxilio de las funciones de los angulos particulares encuentre los valores
del seno, coseno y tangente de 15°, mediante 15° = 45° - 30°

90. Con el auxilio de las funciones de los angulos particulares encuentre los valores
del seno, coseno y tangente de 15°, mediante 15° = 60° - 45°

91. Con el auxilio de las funciones de los angulos particulares encuentre los valores
del seno, coseno y tangente de 105°, mediante 105° = 60° + 45°.

Verificar si las expresiones siguientes son o no, identidades.

92. Cos (A - B)
Cos A SenB
93. Cos(x + y) Secy = Senx (Cotx Tany)

Cos(x-y) - Cos(x + V)

= CotB + TanA

94. = 2Tanx
Cosx Seny
g5, COSA +B) _ CosA(CscA - SecA TanB)
Sen A CosB
96. Tan(x - y) + Tany = Senx Secy
Cos(x - y)
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Coty 1 Cosx Cscy

" Tan(x - y) Sen(x - )

4.- Foérmulas del angulo doble
4.1 Deduccion de formulas.
Para obtener las formulas del angulo doble se hace con las formulas anteriores

haciendo “b = a”

Sen 2A = Sen (a+a) = SenA CosA + SenA CosA
Al reducir términos semejantes:
Sen 2A = 2 SenA CosA
Para el Coseno se procede de igual forma:

Cos 2A = Cos (a+a)
= CosA CosA - SenA SenA

Al realizar la operacion indicada en el segundo miembro:
Sen 2A = Cos?A - Sen’A

Y finalmente para la tangente

Tan 2A = Tan (a+a)
Tan A + TanA

1 - Tan A TanA

Al realizar las operaciones indicadas:

2 TanA

Tan 2A = = < '
1 - Tan? A
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4.2 Ejercicios de comprobacion
EJEMPLO 6.6

Calcular Sen 90°, Cos 90°

UNIDAD V I

Sen 90° =Sen (45° + 45°)

Cos 90°

Tan

EJERCICIO 6.4

=2 (Sen 45°) (Cos 45°)
V2,42

-2
2 2

_2W2)v2)
4

90° = Tan 2( 45°)

2 Tan 45°

" 1- Tan? 45°
_(2) (1)
1-1

1
8 OIN

CENTRO DE BACHILLERATO

y Tan 90°, considerando 90° = 45° + 45°

Calcular las funciones Seno, Coseno y Tangente de los siguientes angulos de acuerdo

a.

98. 60° = 2(30°)

99. 120° = 2(60°)
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