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OBJETIVO GENERAL: El alumno, al finalizar el curso y con base en sus conocimientos
de geometria euclidiana, asi como de razones y proporciones aritméticas, adquirira
conocimientos trigonomeétricos que le daran habilidad en la interpretacion y solucién de
problemas que involucren triangulos. Comprobara identidades trigonométricas,
resolvera ecuaciones trigonomeétricas y analizara su solucion.

UNIDAD |

GEOMETRIA EUCLIDIANA.

conceptos basicos de la geometria euclidiana e identificar sus representaciones
graficas, asi como expresar en los diferentes sistemas de medicion el valor de
un angulo.

Objetivo Particular: Al término de la unidad el alumno sera capaz de definir los

1. Introduccion.

Las raices griegas de la palabra Geometria son “geos” que significa tierra y “metron”
medir o medida, esto es, la geometria se refiere a la medicion de la tierra.

En un principio esta palabra se utilizaba para designar la accion de medir las
extensiones de los terrenos de cultivo. Con el paso del tiempo y ya desde la época de
los griegos, la geometria es una rama de la matematica que se encarga de estudiar las
propiedades de las figuras geométricas.

Desde entonces ha sido considerada una de las ramas de la matematica mas
importante, tanto que en la entrada de la academia de Platon habia un letrero grabado
que decia “nadie entre que no sepa geometria’.

Algunos ejemplos de figuras geométricas son el triangulo, el cuadrado, el pentagono y
la circunferencia.

/\ O
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Si se subdivide una figura geométrica o si se unen varias se obtiene a su vez nuevas
figuras geométricas.

La geometria se ha caracterizado por el rigor en sus demostraciones para
la deduccidén y comprension de conocimientos. En estas demostraciones se utilizan
conceptos como definicion, axioma, postulado, teorema, corolario, y ley. Investiga el
significado de cada uno de ellos y coméntalos en clase.

2. Caracteristicas de los cuerpos fisicos y geomeétricos.

CUERPO FISICO:

Toda la materia que ocupa un lugar en el espacio, como un cuaderno, una mesa, una
silla, etc., es un cuerpo fisico. La porcion de espacio que ocupa se denomina volumen.

CUERPO GEOMETRICO:

Toda porcion limitada del espacio, esté 0 no ocupada por materia, son cuerpos
geométricos y en ellos solo se atiende a su forma y se hace abstraccion de la materia.
Asi por ejemplo un orificio es un cuerpo geométrico, aunque esté vacio, ya que hay
materia que lo rodea.

Las caracteristicas de los cuerpos geométricos son tres, y se conocen como
dimensiones: 1) largo o longitud, 2) ancho o anchura 'y 3) alto o altura, también llamada,
grosor, espesor o profundidad. Véase la siguiente figura:

3. Postulados basicos de la recta.

PUNTO Y RECTA
Los elementos fundamentales en geometria son el punto y la recta.
El punto es una idea o abstraccion, no es definible con términos sencillos, sin

embargo, las “definiciones” mas comunes encontradas en algunos textos son las
siguientes:
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1. “Sefal de dimensiones pequefias ordinariamente circular, que, por contraste de

color o de relieve, es perceptible en una superficie

»1

2. “Configuracion geométrica fundamental sin extensién (dimension cero)
engendrada por ejemplo, por la interseccion de dos rectas™

3. “Es el limite de las lineas y marca sus extremos o el cruce de varias de ellas™

4. “Lo que tiene posicidn, pero no dimension™

5. “La marca mas pequefia que se puede dibujar”

La linea recta es una sucesion de puntos que siguen la misma direcciéon. Si los
puntos de una linea no siguen la misma direccion se denomina linea curva.

POSTULADOS DE LA RECTA.

VI.
VII.
VIII.
IX.

La recta es la distancia mas corta entre dos puntos.

Por dos puntos sélo puede pasar una recta; es decir, que dos puntos
determinan una recta.

Por un punto pueden pasar una infinidad de rectas y en una recta hay una
infinidad de puntos.

Dos rectas que tienen dos puntos comunes coinciden en toda su extension
(estan superpuestas).

Dos rectas distintas no pueden tener mas de un punto en comun.

Dos rectas distintas pueden no tener ningun punto en comun (paralelas).

Un segmento definido entre dos puntos tiene uno y sélo un punto medio.

Por un punto sobre una linea recta puede pasar una y sélo una perpendicular.
La distancia de un punto a una recta es la perpendicular trazada del punto a
la recta.

4. Poligonos requlares e irrequlares.

Un poligono es toda porcion de un plano limitada por tres o mas lineas rectas, que se
intersecan o cortan dos a dos. El poligono, por tanto, siempre es una figura cerrada.

' (2001). “Diccionario de la Lengua Espafiola”, Vigésima segunda edicion.
http://buscon.rae.es/drael/SrvIitGUIBusUsual.

2 Stroble, W. (1980). “Diccionarios Rioduero”, Matematica, 1* edicion. Ediciones Rioduero,
Meéxico. Pag. 171.

3 Landaverde; F. de J. (1997). “Curso de Geometria”, 6* edicién. Edit. Progreso S. A., México.

Pag. 3.

* Hemmerling; E. M. (2002). “Geometria Elemental”,22* edicion. Edit. Limusa, México. Pag. 21.
> Clemens, S R. et al, (1998). “Geometria”, 1* edicion. Edit. Addison Wesley Longman de
México, S.A. de C.V. pag. 10.
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Un poligono regular es aquél cuyos lados y angulos son iguales, es decir son
equilateros y equiangulos. De lo contrario es irregular.

Los poligonos se clasifican de acuerdo al numero de lados. Algunos ejemplos son:

Numero de lados Nombre
Tres Triangulo
Cuatro Cuadrilatero
Cinco Pentagono
Seis Hexagono
Siete Heptagono
Ocho Octagono
Nueve Eneagono
Diez Decagono
Once Endecagono
Doce Dodecagono
Quince Pentadecagono

En general los poligonos se les pueden denominar poligonos de “n” lados. Por ejemplo,
al octagono también se le puede llamar poligono de ocho lados, etc.

Repasa las formulas para el calculo de perimetros y areas de las figuras geométricas
mas comunes utilizadas en este curso; (ver anexo 1).

5. Circunferencia.

La circunferencia se define como la sucesion de puntos ubicados en el mismo plano
que estan a la misma distancia de un punto fijo llamado centro. La circunferencia se
puede considerar como un poligono de lados infinitos; es una figura limitada por una
linea curva cerrada. El circulo es la porcion de plano dentro de la circunferencia,
equivale a la superficie. La medida de la superficie se conoce como area. A la medida
de la circunferencia se le denomina perimetro.
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Identifique los elementos notables de la circunferencia y los relacionados
con ella:

1. Centro.

2. Radio.

3. Cuerda.

4. Diametro.

5. Arco.

6. Secante.

7. Tangente.

8. Flecha.

9. Segmento Circular.
10. Sector Circular.

Calculo de areas y perimetros.

En el anexo 1 se puede ver que el perimetro se calcula empleando la férmula P
2ar y el area con A = m%. Utilizalas para resolver el siguiente ejercicio.

EJERCICIO 1.1
En cada uno de los siguientes problemas considera el valor de © = 3.1416.

1. Calcular el perimetro y area de la circunferencia cuyo radio mide 15cm.

2. El perimetro de una circunferencia es 314.16 cm. Calcular el radio y el area.

3. El area de un circulo es 1963.5 cm? calcular la medida del radio y el
perimetro

4. El radio de la llanta de una bicicleta es de 60 cm. 4 Que distancia avanzara la
bicicleta si la llanta efectua 10 vueltas?

5. ¢Cuanto mide el diametro de un monociclo si al dar una vuelta completa
recorre una distancia 471 cm?

6. Angulos.

6.1. Definicién y caracteristicas.

e Concepto Euclidiano.

Euclides definié al angulo como: “la abertura comprendida entre dos semirrectas con un
mismo origen llamado vértice”. A las semirrectas se les da el nombre de lados.
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e Concepto Geométrico.

Abertura que forman en un plano dos semirrectas unidas en un punto llamado vértice,
considerando que una de ellas gira con el vértice como pivote.

e Concepto Trigonométrico.

En trigonometria se define al angulo como la abertura que origina una semirrecta al
girar en un plano sobre uno de sus extremos.

Al extremo sobre el cual gira la semirrecta se le denomina origen o vértice.

A la posicidén donde inicia el giro la semirrecta se le denomina lado inicial, y la posicion
que adopta al finalizar el giro se le llama lado terminal.
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Se observa que en las tres definiciones existe un punto donde dos rectas se juntan, se
tocan o se cruzan denominado vértice. Por o tanto podemos concluir que siempre que
se junten dos rectas, existe un vértice y se formara un angulo.

Angulos de la circunferencia.

e ANGULO CENTRAL: Es el que tiene su vértice en el centro de la circunferencia y
sus lados son dos radios.

£

e ANGULO INSCRITO. Es el que tiene su vértice en la circunferencia y sus lados
son cuerdas de la misma.
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<

e ANGULO SEMI-INSCRITO. Es el que tiene su vértice en la circunferencia, uno
de sus lados es una tangente y el otro es una secante.

(X

Para identificar o designar un angulo se utilizan las notaciones siguientes:

a) Con las letras de los extremos de sus lados: ABC 0 CBA
A
B <
[
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b) Con la letra de su vértice: Q

c) Con las letras minusculas del alfabeto griego: a

d) Un numero que se escribe dentro del angulo: 1.

Por las posiciones relativas de sus lados inicial y terminal los angulos se
clasifican en:

i) RECTO: si el lado inicial y el lado terminal son perpendiculares entre si.
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ii) AGUDO: cuando la abertura es menor que la de un angulo recto.

i) LLANO: es el que equivale a la suma de 2 angulos rectos; también se le llama
angulo lineal, el lado terminal es prolongacion del lado inicial.

N

iv) OBTUSO: aquél cuya abertura es mayor que la de un angulo recto y menor
que la de un angulo llano.

DU

V) PERIGONO: también llamado de un giro, es el que el lado terminal coincide
con la posicién del lado inicial, luego de haber completado una vuelta. Es
equivalente a la suma de 4 rectos o de 2 llanos.

Gi

Vi) ENTRANTE: es el que tiene una magnitud mayor que la del llano pero menor
que la del perigono.
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vi) CONSECUTIVOS o CONTIGUOS: son dos angulos que tienen el mismo
vértice y un lado comun.

viii)  ADYACENTES: son dos angulos consecutivos cuya suma es un angulo llano.

iX) ANGULOS COMPLEMENTARIOS: son dos angulos cuya suma equivale a un
angulo recto. G +H =un recto.

X) SUPLEMENTARIOS: son dos angulos que sumados dan lugar a un angulo
llano.
A+ B =un llano.
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Xi) CONJUGADOS: son dos angulos cuya suma equivale a un perigono.
A + B =un perigono.

6.2 Sistemas de Medicion.

Medir es comparar una magnitud con otra previamente establecida y aceptada a
la que se le da el nombre de patron o unidad. Asi, por ejemplo, la unidad de
medida de longitud en el sistema métrico decimal es el metro.

Cada patron con sus respectivos multiplos y submultiplos forma lo que se conoce
con el nombre de sistema. En el caso de los angulos se conocen 3 sistemas de
medicion:

1) Sistema sexagesimal.

Al dividir una circunferencia en 360 angulos centrales iguales, a cada uno de
ellos se le denomina grado, que es la unidad de éste sistema.

A su vez cada grado se divide en 60 partes iguales llamadas minutos y cada
minuto se subdivide en otras 60 partes iguales denominadas segundos; esto es:

1° =60, y 1"=60".
En este sistema existen dos formas de expresar un angulo:

e Forma entera: cuando se escriben los grados seguidos de los minutos y
de los segundos. Por ejemplo 48°23'17”.

e Forma decimal: si el angulo se expresa en grados y décimas de grado.
Por ejemplo 37.2345°.

Para ir de la forma entera a decimal y viceversa se debe considerar lo
siguiente:

i) Si cada minuto tiene 60 segundos, cualquier otra cantidad menor
corresponde a una fraccion de minuto, ejemplo: 30” es '2’, o en decimal
0.5
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ii) De igual forma, si con 60 minutos se obtiene un grado, otra cantidad
menor equivale a una fraccion de grado: ejemplo 15’ es 74°, en decimal es
0.25°.

Ejemplo 1.1:

a) 29°36’15” a forma decimal.

520.25' 29° 36" + 0.25' =29° 36.25'
366'55 —0.6441°  29° + 0.6441° 5 29.6441°

b) 67.5435° a forma entera.

(0.5435)(60’) = 67° 32.61’
(0.61)(60”) = 67° 32’ 36.6”.

67°32'36”

2) Sistema ciclico.
En este sistema la unidad es el radian o radiante (abreviado rad), también
llamada unidad circular, que esta definido como: el angulo central de una

circunferencia cualquiera cuando el arco formado por dos de sus radios tiene la
misma longitud que ellos.

Esta unidad carece de multiplos o submultiplos, se expresa en enteros y/o
decimales.

Ejemplo 1.2
2rad, 1.273 rad. 0.5678 rad.

3) Sistema centesimal.
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Este sistema surge en Francia en un intento por unificar todas las unidades a un
sistema decimal.

Al dividir una circunferencia en 400 angulos centrales iguales, a cada uno de
ellos se le denomina gradian o grado centesimal, que es la unidad de éste sistema.

A su vez cada grado se divide en 100 partes iguales llamadas minutos y cada
minuto se subdivide en otras 100 partes iguales denominadas segundos.

Para diferenciar un gradian de un grado, se convino escribir una G a manera
de superindice en el nimero: (1°).

1 = 100", 1" =100".

Debido a lo anterior, cualquier angulo se puede expresar en forma entera o
decimal con los mismos numeros.

56¢ 34’ 28” = 56.3428°.

Existe otro sistema llamado militar, de poco uso en la practica, que se menciona a
continuacion soélo como informacién general.

Debido a que en la ingenieria militar se requiere de una cierta precision, en el
ejército se convino en dividir en 6400 partes a la circunferencia y cada una de ellas
recibe el nombre de milit.

EQUIVALENCIAS Y CONVERSIONES.

Para establecer las equivalencias entre los tres sistemas descritos y poder
asi expresar un angulo en cualquiera de ellos, se utilizara el esquema siguiente
auxiliandonos de razones y proporciones. En la practica los mas comunes son el
sexagesimal y el circular.

En las expresiones se considerara la siguiente simbologia:

D — medida del angulo en grados sexagesimales.

R — medida del angulo en radianes.

G — medida del angulo en grados centesimales (gradianes)
D R

360° 27 rad

Simplificando: D = R . (1)
180° 7 rad

m Rad. = 180°
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De igual forma se puede establecer las equivalencias entre los demas
sistemas.

Ejemplo 1.3.
a) Convertir 77°34’25” a radianes.

Primero se expresa el angulo en forma decimal:

2(5) =0.4166' 34'+0.4166" = 34.4166".
34.2(;66 =0.5736° 77°+0.5736° = 77.5736°

Empleando la equivalencia correspondiente:

D R
180° 7 rad
_ (D)) sustituyendo: R = TTIBONT) _ 3539 rad
180° 180°

b) Convertir 1.3539 rad a grados, minutos y segundos.

Ahora con la equivalencia:

D R

180° =« rad

p =P g hituyendo: p = 12335

=717.57°
V2 V2

c) Convertir 1.2345 rad a gradianes.
Despejando G directamente de la formula correspondiente:

_ (R)(2009)

7w rad

_ (1.2345 rad)(200)

7w rad

G y sustituyendo: G =78.5907¢

NOTA: En el presente curso solo se utilizaran los sistemas sexagesimal y
ciclico o circular.
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EJERCICIO 1.2.
Expresar la medida de los siguientes angulos en el sistema indicado.

6. 23° 45’ 28” a decimal.

7. 0.8769 rad a grados en forma entera.
8 97°56’30” a radianes

9 129.45°. a grados en forma entera

16. 1.7689 rad a grados en forma entera.

11. 99.46° a grados en forma entera.

12. 136°48 a decimal.

13. 110.23° a radianes.

14. Si mrad = 180°, expresar en términos de 11 los angulos siguientes:

90°, ©60° 45° 30° y 15°.

15. Si 1 rad = 180°, expresar los siguientes angulos en grados: 3—2n rad,
Erad, ﬂrad, T rad.
6 3 18

6.3 Angulos formados entre dos rectas paralelas cortadas por una secante.

Sean AB y CD rectas paralelas y MN otra recta que corta oblicuamente a ambas.

N

A B

En estas condiciones se forman ocho angulos, cuatro internos que estan entre
las paralelas (3, 4, 5y 6) y cuatro externos que se ubican fuera de ellas ( 1,2,7y 8),
los que se relacionan por parejas y se identifican de la forma siguiente:

A) ALTERNOS INTERNOS (Al): Son los que estan entre las paralelas, en lados

opuestos de la secante y en distinta paralela, (3 y 6,4 y 5 ). Estos angulos
son iguales.
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B) ALTERNOS EXTERNOS (AE): Son los que estan por fuera de las paralelas,
en lados opuestos de la secante y en distinta paralela, (1y 8, 2y 7 ). Estos
angulos son iguales

C) COLATERALES INTERNOS (CI): Son los que estan dentro de las paralelas,
en el mismo lado de la secante y en distinta paralela, (3 y 5, 4 y 6). Estos
angulos son suplementarios.

D) COLATERALES EXTERNOS (CE): Son los que estan fuera de las paralelas,
en el mismo lado de la secante y en distinta paralela, (1 y 7, 2 y 8). Estos
angulos son suplementarios.

E) OPUESTOS POR EL VERTICE (OV): Son los que tienen el vértice en comun
y los lados de uno de ellos son prolongacién de los del otro, (1y 4,2y 3,5y
8, 6 y 7). Estos angulos son iguales.

F) CORRESPONDIENTES (C): los que se ubican en distinta paralela, del
mismo lado de ella y de la secante, (1y 5,2y 6,3y 7,4y 8). Estos angulos
tienen igual medida.

EJERCICIO 1.3:

16.Si el angulo 2 de la siguiente figura mide 30°, s Cuanto miden los demas?

17.Si el angulo 1 de la siguiente figura mide 2x + 30° y el angulo 8 mide 5x,

¢, Cuanto miden los demas?.
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7. Longqitud de arco.

La longitud de arco en una circunferencia es el segmento de la misma
comprendido entre dos extremos de una cuerda.
Se calcula conociendo el valor del radio y el angulo central entre dos radios,

expresado este en radianes,
Empleando para ello la siguiente formula,

§=(0)r)

S — longitud del arco (unidades de longitud )
0 — angulo central, en radianes.
r — medida del radio (unidades de longitud)

OBSERVACION: la longitud del radio y el arco deben estar expresados en las mismas
unidades de longitud.

Ejemplo 1.4

Un radio de 38 cm. intercepta un arco de 77.35 cm. Calcular el valor del
angulo central, en el sistema sexagesimal, en grados, minutos y segundos.

Despejando 6 de la férmula: 0= ) y sustituyendo valores:
r

0= 77.35¢cm

38cm
sistema sexagesimal, aplicando el concepto del apartado anterior:

=2.0355rad . Pero como el angulo debe expresarse en unidades del

p = BUBY) o tituyendo: p = (2:03557ad)180%)
T rad T rad

=116.6271°

Ademas:

(0.6271)(60) = 37.624’
(0.624)(60) = 37.44”

el resultado final es, por lo tanto: 116°37°37’.
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EJERCICIO 14.

18.Calcular la longitud del arco interceptado por un radio de 20 m al abrir un
angulo de 86°23’.

19. Determinar la longitud del radio que debera tener una circunferencia para que
al abrir un angulo central de 52.58° intercepte un arco de 48.5 cm.

20.Calcular el angulo central, en grados, minutos y segundos, que debera abrir
un radio de 125 m. para interceptar un arco de 76 m.

21.El minutero de un reloj mide 17 cm. Calcular la distancia que recorrera su
punta en un periodo de tiempo de 25 minutos.

22.Una rueda de bicicleta tiene un didmetro de 85 cm. Calcular: a) la distancia
que recorrera al dar dos vueltas y media; b) el angulo, en radianes, que
generara al avanzar 120 cm.

23.Las bicicletas utilizadas en las carreras olimpicas tienen ruedas cuyo radio es
aproximadamente de 33 cm. jCuantas revoluciones (vueltas) dara la una de
las ruedas en una carrera de 5 Km.?

24 El péndulo de un reloj mide1.3m, al oscilar describe un angulo de 23° 27".
Calcular la longitud de arco que describe en sus oscilaciones.

25. En un circulo cuyo radio tiene una longitud de 1.78 m., calcular la longitud del
arco interceptado por un angulo de %4 rad.
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