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Descripcion General

Durante el curso el alumno conocera los conceptos de variable, funcion y limite,
evaluando los dos ultimos y los aplicara en las derivadas de funciones
algebraicas, trigopnométricas, exponenciales y logaritmicas, haciendo énfasis en
problemas de limites, de maximos y minimos.

Objetivo General

Al término del curso el alumno identificara los conceptos de funcion, limite y
derivada, aplicandolos para calcular la derivada de diversas funciones.

Contenido General

Unidad |: Constantes y variables, funciones y sus limites.
Unidad IlI: La derivada de una funcion.

Unidad lll: Derivacién de funciones algebraicas.

Unidad IV: Derivada de funciones trascendentes.

Unidad V: Derivadas implicitas y derivadas sucesivas.
Unidad VI: Aplicaciones de la derivada.



Unidad I: Constantes y variables, funciones y sus limites.
1.1 Constantes y variables.

Tomando en cuenta que el lenguaje que se emplea en la matematica esta
estructurado basandose en constantes y variables, comenzaremos por recordar
estos conceptos:

Constante: es una magnitud que se considera invariable, o también se puede
considerar como uno de los diferentes valores que puede tomar una variable.

Para representar a una constante, se emplean normalmente las letras iniciales del
alfabeto: a, b, ¢, d,.... y las podemos clasificar en absolutas y arbitrarias.

Una constante es absoluta cuando nos representa un valor fijo, como puede ser:

3, -14, TI, €... y una constante sera arbitraria cuando su valor no
necesariamente es fijo: y = mx+b, x* + y? = r% a estas Ultimas también se les da
el nombre de parametros. Para ciertas aplicaciones se les debe simbolizar con
letras mayusculas: A, B, C,...

Variable: una magnitud variable es cualquier simbolo utilizado para designar una
posicidbn vacia o bien representa un numero cualquiera de un conjunto de
numeros.

Para representar una variable se emplean las ultimas letras del alfabeto; r, s, t, u,
vV, W, X, Y, z, y las podemos clasificar como dependientes o independientes.

1.1.1 Sistema numérico.
Puesto que los numeros son ideas basicas en la matematica, y el calculo se basa
en el sistema de los numeros reales y sus propiedades, iniciaremos nuestro curso

con el repaso de estos conceptos.

Los numeros mas simples, son los que normalmente utilizamos para contar, que
son el conjunto de los numeros naturales:

1,2,3,4,5,6,....

A los que se les puede llamar también enteros positivos, representandolos o
simbolizandolos por la letra N.

Si a los numeros naturales les agregamos sus inversos aditivos y el cero,
obtenemos los enteros:
..=3,-2,-1,0,1,2,3,...

A los cuales se les representa por la letra Z. Algunos autores también los
designan con la letra I.

Pero cuando tratamos de medir longitudes, pesos, velocidades,.. etc. Los
numeros enteros son inadecuados, porque estan demasiado espaciados para dar



la suficiente precision y fue necesario echar mano de los cocientes (razones)
entre dos numeros enteros, tales como:

5 b 5 9 5

1

: . 5 9 :
No se incluyen cocientes tales como o o] o ya que no es posible darle un

significado a estas operaciones.

A todos los numeros que podemos expresar como el cociente de dos numeros

a .
enteros 5’ b#0, a, b eZ, se les da el nombre de racionales y se les

representa por la letra Q.

Podemos observar que a todos los numeros enteros también se les puede
. . 3 6 90 14 42
considerar como racionalesyaque 3=—"=—=—=... 7=—=—=_.
1 2 30 2 6

Luego: Zc Q yademas N c Z.

Es conveniente observar que al representar algunos niumeros racionales en forma
decimal estos seran decimales periddicos infinitos, por ejemplo:

I 0.33333......
3
2. 0.66666......
3
35 11.6666.....
3
Algunos otros al expresarse en forma decimal tienen un conjunto finito de cifras,
como l, é, ; , etc., por lo que a estos se les denomina racionales finitos.

También podemos observar que hay muchos numeros que no es posible
representarlos como el cociente de dos valores enteros: ~/2,3/7,7,-/5....etc. A este

conjunto de numeros se les da el nombre de irracionales y se les representa por
la letra Q.

Si consideramos la unién de los conjuntos anteriores, racionales e irracionales,
junto con sus inversos aditivos y el cero, entonces se forma el conjunto de los
numeros reales R .

Si elaboramos un diagrama para ilustrar la relacion entre los conjuntos anteriores,
este nos queda de la siguiente manera:



Obien NcZcQc®h
Y ademas ‘Q'cR

Los numeros reales se pueden representar graficamente, empleando para ello
una linea recta, llamada recta numérica o eje de los numeros reales, de tal
manera que a cada punto situado sobre la recta, le corresponde un numero real y
a cada numero le corresponde un punto sobre la recta. Es decir, se afirma que
hay una correspondencia biunivoca entre los dos.

Los puntos situados sobre la recta, miden la distancia dirigida, a la derecha o a la
izquierda, desde un punto fijo llamado origen y marcado con 0. A este niumero se
le da el nombre de coordenada del punto.

Ejemplo 1.1 Podemos graficar los puntos cuyas coordenadas se indican;

ﬁ; E1 EES%) d) P4(/7)
&) Pa(r) e) Ps(-3)
P1 Ps P, P3
P I A I A A N A A N A O >
— o -ttt -t 1T 1 1T T T T/ X o
5-4-3-2-101 234 5

Recordemos que el sistema numérico se puede extender aun mas con los
numeros complejos. Estos son de la forma a +5-/—1, donde a y b son numeros

realesy ~/—1=i, es decir, que un numero complejo es la suma indicada de un
numero real y un numero imaginario a + bi .

Los numeros reales son el elemento principal del calculo.
1.1.2 Propiedades de los numeros reales.
Dados los numeros reales a y b, podemos sumarlos y multiplicarlos para obtener
dos nuevos numeros reales a+b, y a*b, la adicion y la multiplicacién tienen las

siguientes propiedades, llamadas propiedades de campo o axiomas de campo.

Para la suma: seana,byc eR

A ath e® Unico



Ao g+b=b+a Conmutativa

As.(a+b)+c=a+(b+c) Asociativa
Asa+0=0+a=a Neutro

As: a+(—a)=0 Inverso aditivo
As: a(b+c)=ab+ac Distributiva

Para la multiplicacion:

Mi:ab &R Unico

M2: ab = ba Conmutativa

Ms. a(bc) = (ab)c Asociativa
Ms:a-1=1-a=a Neutro
Ms:a-a'=a'-a=1,a+0 Inverso multiplicativo
Me: a-0=0-a=o0 Producto nulo.

De las propiedades basicas anteriores se pueden derivar muchas otras; de hecho
gran parte de las operaciones algebraicas se basan, en ultima instancia, en estas
propiedades, representando parte fundamental en el desarrollo del calculo.

De la seccién anterior, retomaremos la representacion grafica de los numeros
reales sobre una recta numérica, afiadiendo lo siguiente:

Al numero a asociado al punto A, sobre la recta, se le llama la coordenada de A.
Se le puede asignar ademas una direccion a dicha recta tomandola positiva hacia
la derecha y negativa hacia la izquierda.

Por otra parte podemos observar que si a y b son dos numeros reales positivos y
a-b es positivo, decimos que a es mayor que b y lo representamos a > b, esto es
equivalente a decir que b es menor que a, lo cual se escribe b < a, a estos
simbolos, <y > se les llama simbolos de desigualdad.

Ejemplo 2.1, podemos afirmar que:

753, 4<-16 7z>152

Se puede observar, de la forma en la que esta construida la recta numérica, que
si se cumple a > b, entonces a debe estar ubicado a la derecha de b, si a > 0,
entonces a es positivo y si a <0, a debe ser negativo.

Para formalizar los conceptos anteriores se establecen unas propiedades,
llamadas propiedades de orden que son las siguientes:

O1: Tricotomia: Siay b y ¢, son numeros reales, se cumple una y solo una de las
siguientes propiedades.

a<b 6 a=b 6 a=>b

Og: Transitividad: Sia<b,yb<c, a<c.



Os: Aditiva: Sia<b, a+c<b+c.
O4: Multiplicativa: Cuando ¢ > 0 (positivo) y a < b=ac < bc. Si ¢ < 0 (negativo)
a<b < ac > bc. Se observa que en este ultimo caso, la desigualdad se invierte.

La relacion de orden a < b, se lee “a, menor o igual que b”.
Para ilustrar o ejemplificar las propiedades anteriores, podemos observar que:

1) 8>5,6 8=8 6 8<11.

2) Si7T>4y4>2 &7>2

3) Si3<9,entonces3+4< 9+4 <7<13
4) Si5>2,luego5(7)>2(7) <35> 14

5) Si5>2,luego 5(-7) < 2(-7) & -35<-14

1.1.3 Intervalos.

En el célculo tienen importancia especial ciertos subconjuntos de R, a los que se
les da el nombre de intervalos. Si a < b, entonces un intervalo es el conjunto de
los numeros reales x, que son simultdneamente mayores que a y menores que b,
a y b son los extremos del intervalo.

Lo anterior lo podemos representar con simbolos de la siguiente manera:
{ X ‘ a<x<5b }

A una expresion de este tipo se le da el nombre de intervalo abierto, es decir que
un intervalo sera abierto cuando la variable x no pueda tomar como uno de sus
valores a ninguno de los extremos.

A un intervalo abierto se le puede representar en cualquiera de las siguientes
formas:

{x‘ a<x <b}, (a, b), ]a, b[

En particular la grafica de un intervalo abierto (a, b) consta de todos los puntos
que se encuentran entre los valores que corresponden a a y b. Enseguida
dibujaremos las graficas de un intervalo abierto (a, b) y de los intervalos abiertos
particulares (-2, 5) y (1/2, 4). Los paréntesis o “bolas huecas” en la figura se usan
para indicar que los puntos extremos no estan incluidos.

a<x<b -2<x<5
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Un intervalo cerrado, denotado por [a,b], se define como el intervalo en el cual
una variable x si puede tomar como uno de sus valores a los extremos del
intervalo:

[a,b]z{x‘a stb}

Graficamente un intervalo cerrado, se representa de la siguiente manera:

a<x<b -6 <x<-2
[ ] | | | 1 |

[ |
NN
a b 6 -5 -4 3 -2 -1 0

A
v
4

v

Cuando un intervalo combina los dos conceptos anteriores, entonces se le da el
nombre de intervalo semiabierto o semicerrado.

(a,b ]= {x\ a<x<b } Intervalo abierto por la izquierda y cerrado por la derecha.

[a,b) = {x\ a<x<b } Intervalo cerrado por la izquierda y abierto por la derecha.

En lo particular un intervalo recibe el nombre de infinito cuando uno de sus
extremos es el infinito «© 0 —o. (No cuando tiene un nimero infinito de niumeros
reales formando parte de él).

Es importante aclarar que el simbolo « representa un numero relativamente
grande, pero no se debe interpretar como un numero real especifico.

Son ejemplos de intervalos infinitos los siguientes:

(@) ={x|a <x<o}={x|x>a) = :
la, 0) = {x| a<x<oo}={x[x>a] ) —x=a 2
(~0, a) = {x| ~o<x<a |={x] x<a | x<a_ 4,
(0, ) ={x|0 <x<w}={x] x>0} Nameros positivos. )
(~0,0)= {x| —0<x<0={x] x<0} Numeros negativos.

(—oo,oo)z{x‘—oo<x<oo}=9{

Nota: se debe dejar como trabajo extraclase al alumno recordar el tema de
desigualdades que se estudio en la unidad VI de matematicas | (algebra).



Ejercicios 1.1

Indicar si son verdaderas o falsas cada una de las siguientes propuestas y en
caso de ser verdadera, identificar cual es la propiedad de R representada.

1) 4+5=5+4
2) 7+(11+3)=(7+11)+3

3) 31y =143=1

4) 8(5+2)=8-5+8-2

5) 15-7=7-15

6) 6+(5-1)=(5-1)+6
7) 16+(8+2)=(16+8)+2
8) 47+0=0+47=47

9) 12:(5-3)=(12-5)-3
10) 23(5) = 5(23)
11)8(9-2) = (9-2)8
12)25-(14-6)=(25-14)—6
13)27-1=1.27=27
14)25+5=5+25
15)8+(~8) =0

Dibuje cada uno de los siguientes intervalos en el eje numérico:

16) (=3,2)
17) (1,8]

18) |- 2,—%]
19)[2, %)
20)(-34.3)
21) (4,00

22) (o0~
23) (—o0,1)
24)[-5,0)
25) (0,0)

Use la notacion adecuada para describir los siguientes intervalos:

26) < T A N R R B B >
h b kok 6 7

< [ ] .

LA S B S B I I O
5 4 3 21 0 1 2



P [ [ .
28) T )
2 -1 0 1 2 3 4
29) < (0 0o >
rrr
-2
30) 1

A
NS
v

1.2 Funciones y su notacion
1.2.1 Concepto de funcion. Notacion.

Uno de los conceptos mas utiles e importantes en el calculo es el de funcion.
Intuitivamente consideramos que una cantidad y es una funcion de otra cantidad
x, Si existe una correspondencia entre las dos, y si ademas hay alguna regla por
medio de la cual se asigne un solo valor a y para cada valor correspondiente de

X.

Tratando de aclarar un poco mas el concepto anterior, podemos afirmar que una
funcién es una relacion que se establece entre los valores de dos variables, de tal
manera que el valor de una de ellas (variable dependiente) depende del valor que
tome la otra (variable independiente).

O bien, en notacién de conjuntos:
Si a cada elemento de un conjunto A, se le hace corresponder de alguna manera
un elemento unico de un conjunto B, se dice que esa correspondencia es una

funcion.

Al conjunto A, se le llama dominio de la funcion y al conjunto B, codominio, rango
o recorrido de la funcion.

Dominio Codominio
0
rango



Para ilustrar el concepto de funciéon, mencionaremos algunos ejemplos con los
que cotidianamente estemos familiarizados:

Ejemplo 3.1 Cuando acudimos al servicio de paqueteria para realizar un envio, se
nos cobra una cantidad de dinero que depende del peso del paquete que
deseamos enviar, (distancia constante), observando que el costo depende del
peso.

Ejemplo 4.1 Cuando hacemos la lectura en un termometro, estamos observando
la relacion que hay entre la altura de la columna de mercurio y la temperatura,
pudiendo ademas elaborar una tabla que relacione los valores entre las dos
variables.

Ejemplo 5.1 Al pagar lo que se nos cobra por concepto de estacionamiento, se

esta relacionando el costo, con el tiempo que nuestro automoévil permanecié en el
estacionamiento.

Ejemplo 6.1 Al emplear la formula 4=m", se puede apreciar que el valor que
calculemos para el area depende del valor del radio.

Notacién: para referirnos o representar una funcion podemos hacerlo de
diferentes maneras:

a) En forma verbal
b) Numéricamente (empleando tablas).
c) Con graficas.
d) Algebraicamente (con simbolos y/o formulas).
Para representar una funcién con simbolos, lo haremos de la siguiente manera:

y = f(x) Que se lee: “y es igual con f de x”
Es decir: y depende de x.

Podemos emplear otras literales (incluyendo mayusculas) para representar a una
funcion, pero con el mismo significado:

y=g8(x), y="h(x),s=f(), r=(®) efc....
1.2.2 Evaluacion de funciones.
Para calcular el valor de una funcién, es decir de la variable dependiente, se debe
sustituir el valor de la variable independiente en su argumento x, y calcular el
correspondiente valor de y, o de f(x), el cual recibe el nombre de imagen.

Ejemplo 7.1

Si y=f(x)=2x’ —x* +5x+3 evaluar:



a) f(-2),
b) f(0)

o) f( 13,

d) f(x-1)
e) f(=x)
f) —f(x)

Sol: para calcular el inciso (a) f(-2), sera necesario sustituir la x por -2 y
simplificar el resultado.

a) f(-2)=2(-2)-(-2)* +5(-2)+3
=-16—-4-10+3
f(=2)=-27, -27 eslaimagen del -2.

b) f(0)=2(0)-0+5(0)+3
f(0)=3, el 3 eslaimagen del 0.

1 1l 1, 1
c) JG)=20) - +3()+3

2 15
— =443

27 9 3
I, 125
1=

En los incisos anteriores podemos observar que -2, 0,y ; son elementos del
125

dominio y sus imagenes -27, 3,y 5y son elementos del codominio.

d) f(x=-D=2(x-1°-(x-1)>+5(x-1)+3
=2(x" =3x* +3x-1)—(x* —2x+1)+5x-5+3
f(x=1)=2x" =7x*+13x-5

f(=x)=2(=x)" = (-x)" +5(=x) +3

e)
f(=x)=-2x" —x* -5x+3

) — f(x)=—(2x> = x> +5x+3)

=2x  +x?=5x-3

Podemos observar que f(—x)#—f(x)



Ejemplo 8.1

Si g(x) _ 1 encuentre y simplifique g(‘”hz—g(a)
X

Sol: gla+h= 'y glay="
a+h a

1 1 a—a-nh h
Luego +h)— = - = -
9 glrh gl T aae ) atath)

h

gla+h)-g(a) _ a(a+h) _ h |

Y ademas =—
h h ah(a+h)  a(a+h)

Ejemplo 9.1

Si f(x)=3" Verificar que: f(x+l)—f(x—1)=§f(x)

fx+1)=3""=3.3

Sol: se tiene que: 1
f(x—1)=3"’1=3’1-3x=§-3"

X 1 X 8 X 8
Luego: f(x+1)—f(x—-1)=3-3 —5-3 =§.3 =§f(x)

Ejemplo 10.1

Si f(x):rx comprobar que: f(tan’ ®) =sec20
—X



1 +tan’ ®

tan’ @)= — — —
/ ) 1-tan’ ®

sec’ @

sen’®

cos’ ®

1-—

1
cos’ ©®
cos’ @ — sen’®
cos’ ®

Sol:

1
cos 20

sec20 .. f(tan’ ®) = sec20

1.2.3 Grafica de una funcion

Se define la grafica de una funcién f como el conjunto de puntos (x, f(x)) que
satisfacen la relacion y= f(x), los cuales podemos ubicar o representar en un
sistema de ejes coordenados. Es decir que la grafica de f, no es mas que la
grafica de la ecuacién y= f(x). Es importante notar que, como para cada valor
de x en el dominio existe un solo valor f(x), entonces existe solamente un punto
sobre la grafica con el valor de la abscisa igual a x.

Es decir: [ = { (x,)] y=f(X)}

En este capitulo emplearemos el método de tabulacién para graficar a una
funcién, el cual consiste en darle valores a la variable independiente x, escogidos

en forma arbitraria y calcular los correspondientes valores de y, hasta obtener un
numero suficiente de puntos que nos permita graficarla.

Ejemplo 11.1 Graficar la funcion y=—

2x . .-
D dar su dominio, codominio, y el resto
X+

de sus caracteristicas.



Primeramente haremos la tabulacion:

X -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

0
y | -817 | =34 | —45 | -1 0 1 —4/5 | 3/4 | 817

Formando las parejas de puntos (x, y) y localizandolas en el sistema de ejes
coordenados, resulta:

ol /

Podemos observar que su dominio es: D, = {x\ —0 <X <0 }

Y el codominio es: C, ={y|-1<y<l1}

Se aprecia que sus coordenadas al origen son 0,0, y tiene una simetria respecto
del origen o bien una antisimetria respecto del eje vertical.

Ejemplo 12.1 graficar la funcion y = x* —2x

A




Df.={x\—oo<x<oo} Cf={y\—oo£ySoo}

Abscisas al origen: —+/2,0, /2

Ordenada al origen: 0
Simétrica respecto al origen.

El dominio de una funciéon lo podemos determinar sin dibujar su grafica,
considerando que el dominio o el dominio natural de una funcién es el conjunto
mas grande de numeros reales para el cual la funcién tiene sentido, es decir el
conjunto de valores para los cuales la funcion existe.

A este concepto también se le puede llamar campo de existencia de la funcion:

Ejemplo 13.1 encuentre el dominio natural para cada una de las siguientes
funciones:

a) f(x)=-/5x-2
b) g(x)=+/x"-9

3x
c) h(x)=
) A x+4
2
d) j(x)=
) J( x> +16
Sol:

a) Para que f(x)=-/5x—-2 tenga sentido o exista se requiere que

2
—<Xx<®
5 }

b) Para que g(x)=-/x> -9 exista, es necesario que x> -9>0 0 (x+3)(x-3)>0
Resolviendo; x+3>0 y x-3>0
x>-3 y x>3..x>3 es la solucion.
Por otra parte: x+3<0 y x-3<0
x<-3 y x<3..x<-3 eslaotra parte de la solucion.

5x—220.‘.Df={x

Luego el dominio es (—w0,-3 | U [3,)

c) Para que i(x) =3x4 exista se requiere solamente que
X+
x+4¢0.‘.D={x‘x¢—4}

d) En este caso para que la funcién j(x)=

5 exista, no hay restricciones,
x“+16

existe para cualquier valor que tenga la x, por lo tanto: D = {x\— 0 <X <0 }



Ejercicios 1.2

Encuentre el valor de la funcién de cada uno de los siguientes casos:

31) Si f(x)=x"+4x-3
Calcular f(1), f(~1), £(0), /(:/2)

32)Si f(x)=x"-1
Calcular f(l),f(—z)af(o),f(k),f(—6)af(;)’f(2f)’f(3x),f(i)

33)Si f(x)=3x>-x+2
Calcular a) f(a)
b) f(-a)
c) —f(a)
d) f(a+h)
e) f(a)+f(h)
B f(a+hz—f(a),h¢0

34)Si f(x)=x"-3x+2
Hallar £(=2/3), £(1/2), £(2), f (x +1).
35) Si g(x)=x’+ -1
X
Hallar f(=2), f(=1), f(1), f(2).
36) Si /(1) =1
Hallar f(t+a)- f(t—a)

37)Si f(x)= &FP

cxX—da

Demostrar que f[f(x)]=x

38) Si_ /() ::1
0

Probar que f(i)=—f(X) y f(—i>=f(x)

39) Si f(x)=2"

Demostrar que f(x+3)—f(x—1)=125f(x) y f;((“?))zm
x—



40) Si h(r)= "

Verificar que h(tan® ®)=csc®

Graficar las siguientes funciones, indicando su dominio y codominio.

3
w=v

h(x)=~/x—4
1

=

1

48 _ b

) f(x) ad
49) y=senx

)
)
)
44) y=2x>—4x+1
)
)
)

50) y=cosx

Hallar el dominio natural en cada una de las siguientes funciones

2x
%) 8= o

x*+1
58) y= \ 2fx
59) f(x)=-/1-4x
60) g(x)=-/x +-/x—1



1.3 Limite de una funcion

Otro de los conceptos fundamentales para el estudio del calculo es el de limite.
Para tratar de interpretarlo adecuadamente y darle un enfoque acorde al
contenido de nuestro curso, definamos primero que es una sucesion.

“Una sucesion es una funcién en la cual el dominio de la misma esta formado por
el conjunto de numeros naturales.”

Ejemplo 14.1 escribir los 5 primeros términos de las siguientes sucesiones:
a) S ="
A2n+1

2

Sol: a) f(n)=ﬁ

Dandole a la n los primeros 5 numeros naturales se obtiene:

b) f(n)=—-"

2}1 -1

1 4 9 16 25
Q) —ﬁ,f@) ‘ﬁ’f@) ‘ﬁ’f(“) —ﬁ,f(S) T

Luego la sucesion la podemos escribir de la siguiente manera:

1491625

n!
2)1 1

b) Procediendo de una manera similar con f(n)=

[\

624120
4787 1

Ejemplo 14.2 Analizar el limite de la sucesion

f(n) :3’11, Conforme aumenta el valor de n.
n+

Sol: Se tiene que:

n=10 n=50 n=1000

3691215 30 150 3000

2°3°47576 77711777 51 7771001



1.3.1 Concepto de limite

Si para observar mejor el comportamiento de f(n), cuando el valor de la » va
aumentando, elaboramos una tabla, ésta nos queda de la siguiente manera:

n 1 2 3 4 5 10 50 100 1000 | 5000 | 10000 | 100000

fln) | 1.5 | 2 | 225 | 24 | 25 | 2.727 | 2.9411 | 2.9702 | 2.997 | 2.9994 | 2.9997 | 2.9999

De la observacién de la misma podemos concluir que:

a) el valor de n va aumentando cada vez mas y esto lo podemos representar
de la siguiente manera:

n——>o  Que se lee “n tiende a infinito”

b) el valor de f(n), es decir de los términos de la sucesién, empiezaen 1.5y

va aumentando de tal forma que cada vez se aproxima mas al 3, es decir,
se dice que tiene como limite al numero 3 y lo representamos de la
siguiente forma:

f(n)— 3, la sucesion “converge” al 3.

Si ahora consideramos que x es una variable que puede tomar como uno de sus
valores a cualquier término de la sucesion anterior, entonces podemos considerar

que x——3, es decir, que la x toma valores cada vez mas cercanos al 3, pero
nunca llega a tomar el valor de tres.

Podemos resumir el concepto anterior, afirmando que el “limite” de la variable x,
es el 3.

Por otra parte, si x—— 3, se tiene que:
a) x> =9

o
b) 4x —>12

Si generalizamos el concepto anterior para una funciéon f definida en un intervalo

abierto que contiene al numero a, excepto posiblemente en el propio «a,
entonces:

Lim f(x)=L

xX—a

Lo que significa que cuando x——a, f(x)— L, perola x nunca puede tomar el
valor de a, ni f(x) puede tomar el valor de L.

1.3.2 Teorema sobre limites

Para poder evaluar el limite de una funcion, deberemos basarnos en algunos
teoremas establecidos para tal fin. La demostracién de dichos teoremas esta




fuera del alcance de nuestro curso, debido a lo cual nos concretaremos en
escribirlos y analizar su aplicacion.

Teoremas sobre limites

Si Limf(x)=4 'y Limg(x)=4,

xX—a xX—a

Luego:

1) Limc = ¢, siendo ¢ = cte.
xX—a

2) Limx=a

3

LimCf (x)=C Lim f(x) = CA4,

4 sz;[f(x) £ g(]= Lim f(x) £ Lim g(x)= 4 * 4,

5 ég;[f(x) -g(0)]= gzr;:f(x) : f;g} ()= 4,4,
Lim f(x

7) Limf(x)] =|Lim f(0)] = 4

8) Lim*|f(x) = y/Lim f(x) =1/4,

)
)
)
)

6)

Estos importantes teoremas los podemos recordar mejor si se interpretan con
palabras. Por ejemplo, el teorema 4 se interpreta como: “el limite de una suma es
igual a la suma de sus imites”.

El teorema 5 se interpreta afirmando que: “el limite de un producto es igual al
producto de sus limites”.

Ejemplo 15.1 hallar Lim(2x* —x’ +3x* —=5x+4)

x—>-2

Aplicando los teoremas correspondientes, se tiene que:

Lim(2x* —x* +3x> =5x+4)=2Limx* — Limx’ +3Limx* —=5Limx + Lim4

x—>-2 x—>-2 x—>-2 x—>-2 x—>-2 x—>-2
=2(16)—(-8)+3(4)-5(-2)+4
=66

Resultado que se interpreta como: cuando x — -2
Luego f(x) > 66

. . X =x"+4x-1
Ejemplo 16.1 Encontrar Lim~——————
=3 3x"-5x+43



Ejemplo 17.1 Hallar Lim

Sol- Ll.mx3—x2+4x—1_éi'?(x3—x2+4x—1)_27—9+12—1_§
T3 Csx43 Lim(3x*-s5x+3)  27-1543 15

x—3

Entonces cuando: x — 3

10— fg

U3x2 +5

=2 x42

3245 LimC3¥+5) 445 417

Sol: Lim = = =
=2 x42 Linza(x +2) 4 4
x—2
Entones cuando 4117
7y

Ejemplo 18.1 Evaluar lew
=l x> +3x—4

Sol: Lim 3% —x 2 _3-1=2_0 = jndeterminacion
ol XX +3x—4 1+3-4 0

En un caso como el anterior, se puede evitar la indeterminacion factorizando al
numerador y denominador.

2 J— J—
Luego: Lim 3x"—x-2 — Lim Bx+2)(x-1) _ Lim 3x+2_5
ol X7 4+3x -4 ol (x=1)(x+4) =1 x+4 5

=1
Entonces: cuando x > 1, f(x)—>1

Ejemplo 19.1 Hallar Lim >~ >
=7 x*—49

Sol: Lim 2- 2-2

51 x—49  49-49

0 . L
= 6 = indeterminacion.

En este caso, para evitar la indeterminacion, debemos racionalizar y luego factorizar:

Lim 2- \/ -3 2+/x— , 4—(x-3)
im =Lim
1 X —49  2+-/x- 3 =7 (x* —49)(2+./x—3)

T—x -1 1
= Lim = Lim 1
=7 (x+ (X =T)2+/x=3) =7 (x+T)2+/x— 3) 56




1.3.3 Limite cuando la variable tiende a infinito

Falta analizar el caso que se nos presenta cuando la variable tiende a tomar un valor muy
grande, es decir cuando la variable tiende a infinito. El procedimiento para el calculo del
limite es igual, solamente debemos considerar las operaciones algebraicas que se pueden
realizar con el simbolo oo.

a) oo+o0=00

b) Sia>0,a-0c=0

¢) Sia<0,a-0=-x0

d) (+o0)(+0) =0

e) (+0w)(—w)=—w

f) o0 —oo0 =indeterminacion.
g) 0-00 = indeterminacion.
h)

i)

= indeterminacion.

8 818

*Ta=w

2 J—
Ejemplo 20.1 Hallar Lim LH
xX—>0 2X + x4+ 7

X +5x% - 3 oo . . .,
Sol: Lim——~———— = — =indeterminacion.
e 2 +x+7 o

En este caso para evitar la indeterminacion, debemos dividir toda la fraccion entre la
variable elevada a la mayor potencia.

3
3 _ 1+——— _
Lim™ +5x 3—Lim x x _1+0-0 1
woe 200 +x+7 -Hw2+j;+zf 2+0+0 2
2 3
x° x
2
Ejemplo 21.1 Evaluar le74x+7x9
s xt 4 5x7 +3
7+1 9
2 vt 373
Sol: Lim /X X7 _ a2 xt 0y
xoo xT +5x°+3 X—m 5 3 1
I+ =+
x° x
Cuando x > ®,y — 0
3x* -2

Ejemplo 22.1 Evaluar Lim ————
oo x® +3x* + 4



4 _ 4
Sol: Lim X "% _im 3
oo xt +3xt +4 0 o 1 3.4 1
+
X X

Cuando x > o,y —> 3

1.4 Funciones continuas

La palabra continua es utilizada en la matematica y en lo particular en el céalculo con el
mismo significado que en el lenguaje ordinario, es decir que empleamos la palabra
continua para describir un proceso que sigue sin cambios repentinos.

Para describir o definir cuando una funciéon es continua lo podemos hacer en distintas
formas, de una manera concreta y de acuerdo al contenido de nuestro curso, diremos que
una funcidn es continua cuando existe para todos los valores de x, es decir cuando su
dominio natural es R. Graficamente afirmamos que es continua cuando al trazar su grafica
no hay necesidad de despegar el lapiz para realizarla.

Analizaremos algunos ejemplos que nos ilustran cuando una funciéon no es continua.

Ejemplo 23.1 Analizar la continuidad de las siguientes funciones:

2x+3 xt=3x+1 x> +4
a) f(x)= b) g(x)="75 "~ ¢) h(x)=";
x+1 X —x—-6 x -4
d) y= ! e) f(t)y=t"=3t+7
4 AJx+5
Sol:
2x+3 . . .
a) f(x)= es discontinua para x = —1, ya que para este valor f no existe.
X+
xt—3x+1 .
b) g(x)= v 6 es continua para todos los valores de x, excepto para x=3 y
X —-x-
-2
2
x +4 . .
c) h(x)=— presenta discontinuidad en 2 y -2.
x —

es continua solamente en el intervalo (—5,0).

d) _
Y AJx+5

e) f(t)=t"—3t+7 es continua para todos los valores de .

Ejercicios 1.2



61) Lin§(2x4 —5x" — x> —9x +3)

3_
62) Lim'. 212
H%t +3t+1

3/.2
63) Lim > *8
>0 2x+3
x> +6x+9
64) Lim————
)x—>73 x> +3x
65) Lim ﬂ
=5 X7 —6x+5
66) Lim ¥ +3x7 +2x
>l x? —2x-3

67) Limw
x—>-2 x° -4

3_
68) Lim— % 1
Hl 6x° —5x+1

69) Lim——~ 1
=1 x* 43 -2
70) Lim—— 4-x-1/6
x>-2 x+2

NAd+mA+m® -2

71) Lim
m—0 m
Y4
72) Lim* =2 3
>4 x—4
2
73) Lim ¥t ¥+6
oo 3xT 41
3 g2
74) Lim 6x" —5x"+3

x>0 27 +4x—7
75) Limgx +2x —12x+4
e 3xT —15x+7
2 —
76) Lim 8373
x—® x” +1
23
77) Lim 6x" —x +5x
xoe L 4xt —27

x4 +4/x

78) Lim

4/ 3
e A+ x —x

2
79) Lim -~ 2

o 44 3x-/x

Analizar la continuidad de las siguientes funciones:



80) f() =2

&mm=f

x° -9
82) h(x)=-/x+3
83) y=2x"—x’+11
84) f(x)= 5 >

x2=3x+2




