UNIVERSIDAD AUTONOMA DE AGUASCALIENTES UNIDAD 111 CENTRO DE BACHILLERATO Y SECUNDARIA

UNIDAD Il

OPERACIONES CON EXPRESIONES RACIONALES

OBJETIVO ESPECIFICO.

Al término de la unidad, el alumno operara con expresiones algebraicas
racionales y aplicara los conocimientos adquiridos en las dos unidades anteriores.

1. Propiedades de las expresiones racionales.

1.1. Estructura.

En algebra las fracciones (llamadas expresiones racionales) tienen la misma
estructura que en aritmética:

., a _ .
En la fraccion o’ los términos "a" y "b" son el numerador, y el denominador,

respectivamente.

1.2. Definicién del producto de dos fracciones:

El producto de dos fracciones cualesquiera %y%, se define por medio de la

igualdad:
a_c_axc
b d bed . (3.1)
_ac
bd
Siendo a, b, ¢ y d numeros enteros, v, bz0y d= 0,
. . . . a_n an
Haciendo en la expresion anterior ¢ = d = n, se tiene 5 * — = ret puesto que
n n
n
—=1 , siendo n cualquier numero diferente de cero:
n
a_ — a_ * 1
b b
a n
= —_— % —
b n
_an
bn

De acuerdo a (3.1). Por lo tanto.
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a an
- = 2
b bn (3.2)

Puesto que n es un numero real diferente de cero , la expresion (3.2) también

es valida si nzl, y p=0, Por lo tanto:
p

el
o)

j (3.3)

© 'o\_x'o‘A

(o
|
©

1.3. Fracciones equivalentes.

De las igualdades (3.2) y (3.3) se concluye que: "Si el numerador y
denominador de una fraccion se multiplican o dividen por una misma expresion
diferente de cero, el valor de la fraccion NO se altera", obteniéndose lo que se
denomina Fraccion equivalente.

EJEMPLO 31
3_3%5 15 _15=5
—a) 4 4*5 b) 20 20-=5
_15 _3
20 4
8 8:2 4 472
=) 10 10=2 d) 5 5*2
_4 _8
5 10
a’b®? a’b?+a’b
4 - 4 3
e) a'b a'b+a’b
_ b
a
b _ba’b
- 3
=) a aa °b
_a’b?
a’‘b
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EJEMPLO 3.2

. . X+3 .
Buscar una fraccion equivalente de 1 cuyo denominador sea x* -1

Solucién:

Al observar el denominador, su conjugado es x + 1, que al multiplicarlo por x
- 1 se obtiene una diferencia de cuadrados que es lo que el problema nos pide.

Aplicando la conclusién de la expresion (3.2) se multiplica numerador y
denominador por x + 1, se obtiene:

X+3 _x+3 x+1
x —1 x-1 x+1
x> +4x+3

x? —1

EJEMPLO 3.3

Simplificar la expresion siguiente:

Se identifican dos polinomios que se pueden factorizar, aplicamos la
conclusion de la expresion (3.3)

X*+4x+3  (x+3)(x+1) = (x+1)
x2 -1  (xX=1)(x+1) +(x+1)
6 dandole otra presentacion
(x+3)(x+1)
_ (x+1)
T o(x=1)(x+1)
(x+1)
_X+3
X +1

ELABORO: J. FCO MURO CORNEJO 39 AGOSTO-DIC 2005



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE AGUASCALIENTES UNIDAD 111 CENTRO DE BACHILLERATO Y SECUNDARIA
EJERCICIO 3.1

Escriba otra fraccion equivalente cuyo denominador sea la segunda
expresion dada.

196. i 2-y 201. X+3, x? -6x+8
y-2 x—4

197. 2 st 202. 2 ab
t b

198. x—2y, y—X 203. 3X+4,16x2+24x+9
X-y 4x +3

199. (X_3), x? -3x+2 204. 2, cd
(x=1) d

000, 2=3b*C ., o, 205. X222 _g
2a-b-c’ x-3

e Reduccién de fracciones a su minima expresion.

Una fraccién esta en su minima expresion cuando en el numerador y
denominador de la misma no existan mas factores comunes que la unidad.

Por lo tanto, para reducir una fraccion a su minima expresion se factorizan
el numerador y el denominador, luego se divide cada uno de ellos entre los factores que
les sean comunes.

EJEMPLO 34
x3 +x2 —6x
x3 —3x2 +2x

Solucioén:

x> +x%-6x _ x(x®+x-6)
x3 —3x2+2x  x(x%-3x+2)
X/ 2) (X +3)
(X~ 2)(x-1)
x+3
x—1
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a’—a‘c—ab* +b'c 3 a*(a-c)-b*(a—c)
a*—a‘c—a*h? +ab’c a’(a—c)—ab*(a—-c)
(a* b X" o)
(aS—abz)'(a/c)
a* -b*

a’> —ab’
@/~ b )" +b%)
’ a(az/bz)
a’+ b’

a

EJERCICIO 3.2

Reduzca a su minima expresion las fracciones siguientes.

206 x? -3x+2 212 (2a—-b)(a? —3ab +2b?)
' 2 ) 2 2
X“+Xx-2 (2a“ +ab -b“)(a-2b)
207, (2x -5y)(x +3x+2y?) 213, SX + 28y — tx — 2ty
(2x% = 3xy - 5y?)((2x - y) 2sX +4sy + tx + 2ty
x? +4x+3 (2a® +7ab +6b?) (a—b)
208. —_— 214. 5 >
X°+x-6 (2a“ +ab-3b“) (2a+Dhb)
209. ax —ay +bx —by 15 ad_p3
2ax —by —ay + 2bx : a? —p?
210 2x% +x -1
' 2x? +5x-3
211 ax + 2bx — 2by — ay

2ax — 2ay + 4bx — 4by

2. Multiplicacion v division.

e Muiltiplicacion:

Para realizar la multiplicacién de dos o mas fracciones, se indica el producto
de los numeradores y se divide entre el producto indicado de los denominadores,
simplificando de ser posible la expresién resultante.

EJEMPLO 3.5
27a’b” , 16x°y _ (3)(3)(3)(2)(2)(2)(2)a’b*x’y
a) 8x’y® 8la’b’  (2)(2)(2)(3)(3)(3)B3)ab*x’y’
_ 2ax
- 3b2y4
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x% —3x x—1 .
> *— = factorizando
2x° +11x+5 3x“-10x+3
o X(x=3) *(3x—1)(2x+1)
b) 2x+1)(x+5) (x-3)(3x-1)

B X(x—=3) (Bx-1)(2x+1)
C(2x+1)(x+5) (x=3)(3x-1)

X
X+5

e Division

La division de expresiones racionales algebraicas se realiza como una
multiplicacion utilizando /a propiedad de inverso multiplicativo o reciproco.

Para obtener el reciproco de una fraccién se intercambian de posicion el
numerador y denominador, asi por ejemplo:

. 7

de el reciproco es 5

de

ol N|lo

elreciprocoes —
a

de -6 el reciproco es o

Por lo tanto, el procedimiento para dividir dos expresiones racionales es:

a ¢c_a,éd
b d b c
_ad
bc
EJEMPLO 3.6
xP—=y?  x-y _xz—y2 >kxz+3xy

x+3y Tx2+3xy - x+3y X—=y
_ (=) (x+y)(x)(x +3y)
(x+3y)(x~y)
= x(x+y)

= x> +xy
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EJERCICIO 3.3

Realice las operaciones indicadas con fracciones

216. %*%*gz

18 7 5 223.
217. — k=

35 108 72 o4
218. E{E*QJZ :

98 70 21
19 8x%y’ . 9x*y® _ 225.

12x7y®  14x%y°

4,2 5.2 226.

o0 56a‘b? 35a®h? _

27xy*  9xy’z
314 213 2,,3
221. 2P {ab X J:

Xy a‘b
14x? - 21x , 12x-8

X4y 2

222. =
24x-16  42x-63
997 x2—6x+9*x2+2x—15:
' X2 -x-6 x2 +2x
208 x2+x-6 . x%2 -2x-3 _
' x?2 -5x+6 x?-4x-5
299 x2—24+2x*x2—36+5x:
' x? +16-8x X2 +54+15
230 16x% —20x + 6 *6x3+17x2+12x=
' 12x% +7x% —12x  24x% —52x + 20
231 28 +13x - 6x>  10x® -39x +14

16x% +24x+9  20x% +7x—6
2 2 2 2

232 X +le+ 2x y2 2+x 22xy+2y
Xy +Y X +2Xy +y Xy + Xy

233 x?-xy  x?-y? X2 -2xy+y?
' xy+y2  x2+2xy+y? ) xPy+xy?

CENTRO DE BACH

7x% +42x? , 15x-30

ILLERATO Y SECUNDARIA

3x? —6x

14x% + 84x

xX*+x X -x?

x2-x x?
2x2 +4x

—-2X+1 -
6Xx

12x2y
m+n

x% +6x+8
m?>-mn

m? — n?

234 15x* —17x-42 (27x* -51x-28 —3x-18+10x* |
" 12x% -64x+45 (14x® -75x+54 54x* - 20 -21x
235 2x* +15x+18  12x* -24-23x | 10x+8x* -3 _
' 12x? - 41x+24  18+4x? +27x | 12x* +12-25x
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3. Suma y resta.

La suma de fracciones algebraicas presenta dos casos: i) con el mismo
denominador y ii) con distinto denominador.

i) El proceso de solucion en el primer caso es: sumar los numeradores en
forma aritmética o algebraica y dejar el mismo denominador.

EJEMPLO 3.7
2.6 3_2+6-3
a) 7T 7 7 7
_2
7
2,6 3_2+6-3
py @ a a a
_3
a
2a N 6b _a+2b_28+6b—(a+2b)
a-b a-»b a-b a-b
_2a +6b -a-2b
c) a-b
_a+4b
a-b
ii) En el segundo caso el proceso es obtener primero el m.c.m. de los

denominadores y expresar cada sumando como una fraccion
equivalente con el mismo denominador, y si es posible simplificar el
resultado a su minima expresion.

e Minimo comun multiplo.

El minimo comun multiplo (m.c.m.) de varias expresiones algebraicas, es
aquella que es divisible exactamente entre todas y cada una de ellas.

EJEMPLO 3.8

3xz, 4x?y, 8x°y?, 36x*

ELABORO: J. FCO MURO CORNEJO 44 AGOSTO-DIC 2005



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE AGUASCALIENTES UNIDAD |11 CENTRO DE BACHILLERATO Y SECUNDARIA

El m.c.m. de los coeficientes se puede obtener al hacer divisiones sucesivas entre
los numeros primos.

36
18
9

4
2
1

=N ||

S| WWWwW

WIWINININ

9
3
1

El m.c.m. de los coeficientes es la multiplicacionde 2*2*2*3*3 = 72
El mayor exponente de x es 5

El mayor exponente de y es 2

El mayor exponente de z es 1

Por lo tanto el m.c.m. de todas expresiones es: 72x°y*z

EJEMPLO 3.9
¢, Cual de las alternativas a, b, ¢, 6 d sera el m.c.m. de las siguientes expresiones?

3(@a+b)2x+y), 4(@+b)y’(x-y), 8@+b)y(x-y? 36(a+b)

a) 36(a + b)(2x +y) b) 8(a + b)(2x + y)’ c)72(a + b)° (x - y¥(2x +y) d)
Ninguna

Comenta en clase la conclusion a la que llegaste.
EJERCICIO 3.4
En cada uno de los siguientes ejemplos, encontrar el m.c.m.

236. 8 12, y 18

237. 18, 24 y 30

238. 24, 28y 42

2309. X, X 2y 4x

240. X%, Xy" 'y y>

241. xy, xy° y y°

242.  8x, 12x% vy 32y°

243. oxy, 12x% y 15x%

244.  X*(x+3), x(x+3) y 3(x+3)
245. x+1, x-2 y (x+1)(x-2)
246. x-4, 4(x-1) y (x-4)(x-1)
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247. (x-2)(x-4) y (x-2)(x-8)

248. (2x-3)(3x+1), ((3+2xX)(1+x), y (3x+1)(x+1)
249. x2—2x-8, x2—4x, y X3 + 2x?

250. 3x°+11x-4, 2-5x-3x*y x*+6x+8

Ahora, se esta en posibilidad de resolver operaciones del segundo caso como se
explica a continuacion.

EJEMPLO 3.10

a)
2 3 7
Tt " m.c.m (5)(4)3)

(2)(4)(3)  (3)3)(5) (7)5)(4)
(5)(4)(3) (3)4)3) (5)4)3)
24 +45 140

60 60 60
71

60

1 N 1 3x+2y
6x 3y 12xy

32x+y2 - 2y - 1 = se factorizanlos denominadares
X“—y° X(x-y) Xx+y =

_ x+y 2y
(x+y)(x-y) X(X-y) X+y
_ X(Bx+y)  2y(x+y)  X(X-y)
X(X+y)x=y) x(x+y)x-y) X(x+y)x-y)
_ X(Bx+Yy)-2y(x+Yy) - X(X-y) -
X(x+y)(x-y)
_3x% 4+ xy—2xy - 2y® — X% +xy
X(x+y)(x-y) c)
o 2x%-2y?
X(X+y)(x-y)
_ 2x+y)(x-y)
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Sumar las siguientes fracciones simplificando de ser posible los resultados:

251.

252.

253.

254.

255.

256.

257.

258.

1 13 7 11
—t———t+-—=
12 12 12 12

2 3 7 1
5 10 20 8

x—y+2x+y_—x+2y_5

4 4 4

X 3y 2z
6yz 10xz 15xy

3a_ 2 4o _
2bc 3abc 5a’b

3c N °d e _
7de 14ec 4cd

3x+1 x-2
=+ =
5x 2X

Xx—-4 x-3 2x+5
+ + =

9x 6Xx 3x

ELABORO: J. FCO MURO CORNEJO

47

AGOSTO-DIC 2005



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE AGUASCALIENTES UNIDAD |11

259.

260.

261.

262.

263.

264.

265.

266.

267.

268.

269.

270.

x—2+x+5_3x—6_
4x  10x  5x

2x-5 -3x+6 x-7
+ —_— =

6Xx 4x 12X

a-b b b?

a? _a+b_a(a+b)=

3 3x +1

x+3_(x—1)(x+3)=

2 1 2a

J— + =
a+3 a-3 a%?-9

X 1 2

x2-x-2 x2+5x-14 X’ +8x+7

5x -7 1-X

2 T2 -
6x° -11x+3 6x° -11x+3

2

Xy y

X2 —y?® x?+xy+y?

2x +4 2x+5 1
+

x2 +4x+3 x2-x-2 x+3 -

X+1 X+17 6
+

X2 +5x+6 x2-x-12 x2-2x-8

X—-7 3x-5 4x -5
+

x2+X-6 2x2+5x—3 2x2—-5x+2 -

7x-5 X +14 X+7

2 t a2 T2 -
33X -5x+2 3x°+7x-6 x°+2x-3

4. Fracciones compuestas.

Se conoce como fraccion compuesta o compleja a cualquier expresion
racional en donde existen a su vez fracciones en el numerador, en el denominador o
en ambos.

a un meétodo llamado reduccion que

En la solucién de una fraccion compuesta se procede de acuerdo
utiliza conceptos ya estudiados; solo se

requiere aplicarlos en forma correcta.
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En la reduccidn se encuentra util la conclusion (3.2)

a an
b bn

EJEMPLO 3.11

a)
4 3 72(4 3
9 8 _ 1(9 8)
71 T2(7 11
12 18 1[12 18)

32-27

42-44

5

)

5

T2

b)

X-4(x+3 6
x+3+X_ B [ 1 +x—4j
x+5+Xl82 X—i[x+52(—‘|&\

x—4 1 1T x-¢)

X———————  X-—
2 2

1‘1 -4 (x5 %6 2 2
B X_(§—4)(x+5)+1§£_2

X—2
_ x?=X=12+F6;

_x2+Xthﬂ83;*

1-
) 5 x—-4
X" —=X-

X2 4x-2 X—2
B X—2

:(X—S)(th_) 1
(x+2)(x=1)  2(x-2)
1_7
_x-3 X —4
Cx-1

. - L X=2
Las fracciones siguientes se llaman comlﬁuas—y—?e—ampllﬂcan efectuando las

operaciones iniciando de abajo hacia arriba: , __ *
’ 2x -4

X -4
X—2
1

ELABORO: J. FCO MURO CORNEJO 9 X _ AGOSTO-DIC 2005
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c)

X(x —2)

x2+x—4

Se observa que en la linea principal de fraccion esta ubicado el signo de
igualdad, y que en cada paso se utiliza uno y solo un signo de igualdad para evitar
confusiones.

d)

ELABORO: J. FCO MURO CORNEJO 50 AGOSTO-DIC 2005



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE AGUASCALIENTES UNIDAD |11 CENTRO DE BACHILLERATO Y SECUNDARIA

_a-2

T a’?-a-2
a

_a@-2)

1a?-a-2)

_a(@-2)

(@a-2)a+1)

a

a+1

EJERCICIO 3.6

Efectue las operaciones indicadas y simplifique

a
3 1 -
o 276. —ab—zb -
271 —2= +b
1—5 a—
1 1 y oo X
- X+y X-Yy
4x2 25 277. 7 - =
272. 1 - X N y
o5 X+y X-Yy
E"_E 278. 3x+226 _
273 b a _ 3Xx+8+
. 1 b - 2x-3
+i
a 14
a+5-—
X 279. ——2-
274 2 _ T+ o+
) » a a
X_i
4 a+3+a+5
1 1 280. a-5 a-3 _
;+§ 80 a+4+a—5
275. y < a-5 a+4
Xy
281. %:
1+—
a
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290.
282. —5—
a-1

283. 5

284. 1——1

285. 6——6

X+3
286. =
X—-3
X+3

287.

288.
8x

x-3

x? +4x+4
X+2
289. - x=4
X° —-8x+16
X o8x+10 g
x—4
x> -16

2+
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